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1



1. Îáùèå ïðèíöèïû äèíàìèêè.
1.1) Ãðàô ñîñòîÿíèé. Ïÿòü îñíîâíûõ ïóíêòîâ äèíàìèêè

1.1.1) Ñîñòîÿíèå äèíàìèêè: ïàðàìåòð(û), îäíîçíà÷íî çàäàþùèå ïîäçàäà÷ó.
1.1.2) Çíà÷åíèÿ íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé.
1.1.3) Ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè: ôîðìóëà ïåðåñ÷¼òà.
1.1.4) Ïîðÿäîê ïåðåñ÷¼òà.
1.1.5) Ïîëîæåíèå îòâåòà íà çàäà÷ó: èíîãäà ýòî ñóììà èëè, íàïðèìåð, ìàêñèìóì

èç çíà÷åíèé íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé.

1.2) Äèíàìèêà âïåðåä è äèíàìèêà íàçàä(Íèñõîäÿùåå è âîñõîäÿùåå äèíàìè÷åñêîå
ïðîãðàììèðîâàíèå).
Íèñõîäÿùåå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: çàäà÷à ðàçáèâàåòñÿ íà ïîäçàäà÷è

ìåíüøåãî ðàçìåðà, îíè ðåøàþòñÿ è çàòåì êîìáèíèðóþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è. Èñïîëüçóåòñÿ çàïîìèíàíèå äëÿ ðåøåíèé ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ïîäçàäà÷.

Âîñõîäÿùåå äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå: âñå ïîäçàäà÷è, êîòîðûå âïîñëåä-
ñòâèè ïîíàäîáÿòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ïðîñ÷èòûâàþòñÿ çàðàíåå è çàòåì
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Ýòîò ñïîñîá ëó÷øå íèñ-
õîäÿùåãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñìûñëå ðàçìåðà íåîáõîäèìîãî ñòåêà è êîëè÷åñòâà
âûçîâà ôóíêöèé, íî èíîãäà áûâàåò íåëåãêî çàðàíåå âûÿñíèòü, ðåøåíèå êàêèõ ïîä-
çàäà÷ íàì ïîòðåáóåòñÿ â äàëüíåéøåì.

1.3) Ïðàâèëüíûé ïîäáîð àðãóìåíòîâ è çíà÷åíèÿ äèíàìèêè.
Âàæíî îòëè÷àòü àðãóìåíòû è ïåðåñ÷èòûâàåìîå çíà÷åíèå äèíàìèêè. Ñîâñåì íå

âñåãäà ïåðåñ÷åò äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ îòâåòîì íà çàäà÷ó: áûâàåò, ÷òî èñêîìîå çíà÷å-
íèå íóæíî çàäàòü â êà÷åñòâå àðãóìåíòà äëÿ ëó÷øåãî ïåðåñ÷åòà.

2. Äèíàìèêà ïî ïîääåðåâüÿì
2.1) Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷.
Ïàðàìåòðîì ñîñòîÿíèÿ äèíàìèêè ïî ïîääåðåâüÿì îáû÷íî áûâàåò âåðøèíà, îáî-

çíà÷àþùàÿ ïîääåðåâî, â êîòîðîì ýòà âåðøèíà � êîðåíü. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ çíà÷åíèÿ
òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ îáû÷íî íóæíî çíàòü ðåçóëüòàòû âñåõ ñâîèõ äåòåé. ×àùå âñåãî
ðåàëèçóþò ëåíèâî � ïðîñòî ïèøóò ïîèñê â ãëóáèíó èç êîðíÿ äåðåâà.

Ïóñòü çàäàíî äåðåâî êîðíåâîå T íà n âåðøèíàõ. Ïîäâåñèì T çà êàêóþ-íèáóäü
âåðøèíó r. Îáîçíà÷èì Ch(x) êàê ìíîæåñòâî ñûíîâåé âåðøèíû x. À lca(u, v) � ýòî
ñàìûé äàë¼êèé îò êîðíÿ îáùèé ïðåäîê âåðøèí u è v.

2.2) Ïðèìåð çàäà÷è: Ñóììà äëèí âñåõ ïóòåé â äåðåâå.
Ïóñòü P ïóòü â äåðåâå ìåæäó âåðøèíàìè u è v. Ñóùåñòâóþò 2 ñëó÷àÿ:

1) lca(u, v) ∈ {u, v}
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2) lca(u, v) /∈ {u, v}, òîãäà P ìîæíî ðàçáèòü íà 2 ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
ïåðâûé âèä.

su � ðàçìåð ïîääåðåâà u.
du � ñóììà äëèí âñåõ ïóòåé ìåæäó u è âåðøèíàìè â ïîääåðåâå u.
ru � ñóììà äëèí âñåõ ïóòåé ìåæäó âåðøèíàìè a è b, äëÿ êîòîðûõ lca(a, b) = u.

Åñëè âåðøèíà u ëèñò, òî su = 1 è du = ru = 0,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:
su = 1 +

∑
v∈Ch(u)

sv

du =
∑

v∈Ch(u)

(dv + sv) = su − 1 +
∑

v∈Ch(u)

dv

ru = du +
∑

v,w∈Ch(u)
v 6=w

(sv(dw + sw)) = du +
∑

v∈Ch(u)

sv(du − (dv + sv)) =

= dusu −
∑

v∈Ch(u)

sv(dv + sv)

Îòâåòîì áóäåò
n∑

u=1

ru. Âðåìÿ ðàáîòû O(
n∑

u=1

|Ch(u)|) = O(n).

Àëüòåðíàòèâíîå ðåøåíèå: äëÿ êàæäîãî ðåáðà ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü ñêîëüêî ðàç
îíî âîéäåò â ñóììó. Ýòî êîëè÷åñòâî âåðøèí ñëåâà, óìíîæåííîå íà êîëè÷åñòâî âåð-
øèí ñïðàâà.

2.3*) Ïðèìåð çàäà÷è: Çàäà÷à î âåðøèííîì ïîêðûòèè â ñëó÷àå äåðåâüåâ.
Âåðøèííîå ïîêðûòèå äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G = (V,E) ýòî ìíîæåñòâî

åãî âåðøèí S, òàêîå ÷òî, ó êàæäîãî ðåáðà ãðàôà õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ âõîäèò â
S. Ðåøåíèå â ñëó÷àå äåðåâüåâ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèå äèíàìèêè ïî ïîääåðåâüÿì.

au,0 � ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ïîääåðåâà ñ êîðíåì â âåðøèíå
u ñðåäè âñåõ ïîêðûòèé, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó u.
au,1 � ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî âåðøèííîãî ïîêðûòèÿ ïîääåðåâà ñ êîðíåì â âåðøèíå

u ñðåäè âñåõ ïîêðûòèé, íå ñîäåðæàùèõ âåðøèíó u.

Åñëè âåðøèíà u ëèñò, òî au,0 = 0 è au,1 = 1,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå:
au,0 =

∑
v∈Ch(u)

av,1

au,1 = 1 +
∑

v∈Ch(u)

min(av,0, av,1)

Îòâåòîì áóäåò min(ar,0, ar,1). Âðåìÿ ðàáîòû O(
n∑

u=1

|Ch(u)|) = O(n).

3. Ñòàíäàðòíûå çàäà÷è íà äèíàìèêó.

3.1) ÍÂÏ. ÍÎÏ.
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Íàèáîëüøàÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü: Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, ..., an.
Òðåáóåòñÿ íàéòè åå âîçðàñòàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàèáîëüøåé äëèíû.

di � äëèíà íàèáîëüøåé âîçðàñòàþùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îêàí÷èâàþùåéñÿ
â ýëåìåíòå ñ èíäåêñîì i. Äëÿ óäîáñòâà, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî: a0 = −∞ è d0 = 0.
Òîãäà:
di = 1 + max

j=0,...,i−1
a[j]<a[i]

dj

Áóäåì ñ÷èòàòü di ñëåâà íàïðàâî. Îòâåò: max
1≤i≤n

di. Âðåìÿ ðàáîòû O(n2).

Íàèáîëüøàÿ îáùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü: Äàíû äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a1, ..., an
è b1, ..., bm. Òðåáóåòñÿ íàéòè èõ íàèáîëüøóþ îáùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

fi,j � äëèíà íàèáîëüøåé îáùåé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðåôèêñîâ a è b, äëèíû i
è j ñîîòâåòñâåííî.

f0,j = fi,0 = 0
fi,j = 1 + fi−1,j−1 åñëè a[i] = b[j]
fi,j = max(fi−1,j, fi,j−1) åñëè a[i] 6= b[j]

Îòâåò: fn,m. Âðåìÿ ðàáîòû: O(nm).
3.2*) ÍÂÏ çà O(N log N)
di � ÷èñëî, íà êîòîðîå îêàí÷èâàåòñÿ âîçðàñòàþùàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû

i (à åñëè òàêèõ ÷èñåë íåñêîëüêî � òî íàèìåíüøåå èç íèõ).

Èçíà÷àëüíî ìû ïîëàãàåì d0 = −∞, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû di = ∞. Ñ÷èòàòü
ýòó äèíàìèêó ìû áóäåì ïîñòåïåííî, îáðàáîòàâ ÷èñëî a1, çàòåì a2, è ò.ä.
Äëÿ îáðàáîòêè ÷èñëà ai, íàéäåì íàèìåíüøåå ÷èñëî j, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ

ai < dj è ïîñòàâèì dj = ai.
Çàìåòèì, ÷òî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè di−1 < di, 1 ≤ i ≤ n, è ýòî îçía÷àåò, ÷òî

ïîñëåäíèé øàã ìîæíî äåëàòü áèíàðíûì ïîèñêîì.

Îòâåò: max
1≤i≤n
di 6=∞

i. Âðåìÿ ðàáîòû: áåç áèíàðíîãî ïîèñêà O(n2), ñ áèíàðíûì ïîèñêîì

O(n log n).
3.3) Ïðèìåð çàäà÷è íà ðþêçàê: äàíà î÷åðåäü, íî íåêîòîðûå ëþäè íå çíàþò, çà êåì

îíè ñòîÿò(òàêèì îáðàçîì, î÷åðåäü ðàçáèâàåòñÿ íà öåïî÷êè). Òðåáóåòñÿ äëÿ êîíêðåò-
íîãî ÷åëîâåêà îïðåäåëèòü âñå âîçìîæíûå âàðèàíòû, êîãäà îí ñòàíåò ïåðâûì.
Äëÿ íà÷àëà íóæíî ïåðåáðàòü âñå âàðèàíòû ïåðåñòàíîâîê ýòîé öåïî÷êè. Òî÷íåå,

íàñ èíòåðåñóåò ëèøü êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê ïåðåä öåïî÷êîé, â êîòîðîé ñòîèò íàø x-ûé
÷åëîâåê.

Ýòî âñå ýòè âàðèàíòû ñ÷èòàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðþêçàêà. Âñ¼, ÷òî ïîòîì îñòàåòñÿ �
ê âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì äîáàâèòü ïîðÿäîê íàøåãî ÷åëîâåêà â î÷åðåäè.
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4. Äèíàìèêà íà ïîäîòðåçêàõ

4.1) Îáùàÿ ïîñòàíîâêà è ïðèíöèï ðåøåíèÿ çàäà÷è.
Ýòî êëàññ äèíàìèêè, â êîòîðîì ñîñòîÿíèå � ýòî ãðàíèöû ïîäîòðåçêà êàêîãî-

íèáóäü ìàññèâà. Ñóòü â òîì, ÷òîáû ïîäñ÷èòàòü îòâåòû äëÿ ïîäçàäà÷, îñíîâûâàþ-
ùèõñÿ íà âñåõ âîçìîæíûõ ïîäîòðåçêàõ íàøåãî ìàññèâà. Îáû÷íî ïåðåáèðàþòñÿ îíè
â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ äëèíû, è ïåðåñ÷¼ò îñíîâûâàåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî íà áîëåå
êîðîòêèõ îòðåçêàõ.

4.2) Ïðèìåð çàäà÷è: ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïîäïàëèíäðîìîâ.
Äàíà ñòðîêà s äëèíû n. Òðåáóåòñÿ ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ïîäïàëèäðîìîâ ýòîé

ñòðîêè.

pi,j � êîëè÷åñòâî ïîäïàëèíäðîìîâ ïîäñòðîêè s[i...j] (i ≤ j).

pi,i = 1, 1 ≤ i ≤ n
pi,i+1 = 2 + [s[i] = s[i+ 1]], 1 ≤ i < n
pi,j = pi+1,j + pi,j−1 − pi+1,j−1 + [s[i] = s[j]](pi+1,j−1 + 1)

ãäå [óòâåðæäåíèå] îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1, åñëè óòâåðæäåíèå èñòèííî, è 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Îòâåò: p1,n. Âðåìÿ ðàáîòû: O(n2).

4.3) Ïðèìåð çàäà÷è: äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáõîäîì
êàêîãî-òî äåðåâà(ñ÷èòàåì, ÷òî íà ðåáðàõ äåðåâà çàïèñàíû áóêâû). Îáõîäîì ñ÷èòà-
åì ðåêóðñèâíûé ïðîõîä ïî âåðøèíàì èç êîðíÿ äåðåâà, êîòîðûé ïîñòîÿííî èäåò â
"ñàìóþ ëåâóþ"íåïîñåùåííóþ âåðøèíó. Ïîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ äåðåâüåâ.

Ïðèìåð äëÿ ïîíèìàíèÿ:
Ñòðîêå ABBA ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäíî äåðåâî(Èç òðåõ âåðøèí, ðåáðà èäóò

äðóã çà äðóãîì èç êîðíÿ). À ñòðîêå AAAA � äâà äåðåâà.
Òîãäà îòâåòîì íà çàäà÷ó áóäåò

pi,i−1 = 1, 1 < i ≤ n (Ïóñòîå ïîääåðåâî)
pi,i = 0, 1 ≤ i ≤ n
pi,i+1 = [s[i] = s[i+ 1]], 1 ≤ i < n
pi,j =

∑
i<t≤j

[s[i] = s[j]](d[i+ 1][t− 1] ∗ d[t+ 1][j])

Îòâåò: p1,n. Âðåìÿ ðàáîòû: O(n3).
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