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1 Îáîçíà÷åíèÿ

Â ýòîì êîíñïåêòå áóäåì èíäåêñèðîâàòü ñèìâîëû ñòðîêè s, íà÷èíàÿ ñ 1; äëèíó ñòðîêè áóäåì
îáû÷íî îáîçíà÷àòü ÷åðåç n; ïîäñòðîêó ñòðîêè s, íà÷èíàþùóþñÿ ñ l-ãî ñèìâîëà è çàêàí÷è-
âàþùåãîñÿ r-ûì, áóäåì îáîçíà÷àòü êàê s[l..r].

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðîêà s èìååò ïåðèîä t, åñëè s åñòü êîíêàòåíàöèÿ d îäèíàêîâûõ
ñòðîê t, ãäå d � íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ñòåïåíüþ ñòðîêè s íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå
òàêîå d; ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ñòðîêà t åñòü ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé ïåðèîä s.

Ñòðîêó s áóäåì íàçûâàòü k-ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè k ≤ n è s[1] = s[k + 1], s[2] = s[k +
2], ..., s[n− k] = s[n].

2 Íåîáõîäèìàÿ òåîðèÿ

Îïèñàíèå z-ôóíêöèè è ïðåôèêñ-ôóíêöèè, îïèñàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî õýøèðîâàíèÿ ñòðîê
è èõ ïîäñòðîê, à òàêæå ñïîñîá ïîèñêà çàäàííîé ïîäñòðîêè t â ñòðîêå s ñ ïîìîùüþ âûøå-
îïèñàííûõ òðåõ àëãîðèòìîâ ìîæíî íàéòè íà ñàéòå e-maxx.ru/algo .

3 Öèêëè÷åñêèé ñäâèã

Çàäà÷à. Äàíû äâå ñòðîêè s è t, îäèíàêîâîé äëèíû n. Âåðíî ëè, ÷òî ñòðîêà t ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì ñòâèãîì ñòðîêè s, ò.å. t = sk+1sk+2...sns1s2...sk, ãäå k, 0 ≤ k ≤ n−1 � âåëè÷èíà
ñäâèãà?

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñòðîêó T, tt. Òîãäà t � öèêëè÷åñêèé ñäâèã s âåëè÷èíû k ò.è ò.ò.,
êîãäà s = T [k..k + n − 1]. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ïîäñòðîêè s â ñòðîêå
T . Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà O(n).

Çàäà÷à. Äàíû äâà ìíîãîóãîëüíèêà A è B áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé è ñàìîêàñàíèé, íèêàêèå
òðè âåðøèíû â êîòîðûõ íå ðàñïîëîæåíû íà îäíîé ïðÿìîé. Âåðíî ëè, ÷òî îäèí èç ýòèõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ìíîãîóãîëüíèê A =
A1A2An ìîæíî çàäàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âåêòîðîâ A1A2, A2A3, ..., AnA1. Îòñþäà, êàçà-
ëîñü áû, ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïðåäûäóùåé (òîëüêî â ñòðîêå âìåñòî ñèìâîëîâ �
âåêòîðà), íî ýòî íå ñîâñåì òàê, èáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ ìîãóò ¾îáõîäèòü¿ îäèíà-
êîâûå ìíîãîóãîëüíèêè â ðàçíûå ñòîðîíû è ÿâëÿòüñÿ ïðè ýòî ðàçíûìè ïî ñîñòàâó; ïîýòîìó
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ïðîâåðêó íà öèëêè÷åñêèé ñäâèã íóæíî îñóùåñòâèòü äâà ðàçà � äëÿ äâóõ ñïîñîáîâ îáõîäà
ìíîãîóãîëüíèêà B. Âðåìÿ ðàáîòû ïî-ïðåæíåìó O(n).

4 Ïåðèîäè÷íîñòü ñòðîê

Çàäà÷à. Íàéòè ñòåïåíü ñòðîêè s. Ðåøåíèå. Çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî
ïåðîäà ñòðîêè s. Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêà èìååò ïåðèîä äëèíû k <=> n äåëèòñÿ íà k è s[1..n−
k] = s[k + 1..n] <=> z[k + 1] = n − k (z[i] åñòü z-ôóíêöèÿ ñòðîêè s â i-îì ñèìâîëå).
Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü z-ôóíêöèþ ñòðîêè s, ïåðåáðàòü âñå âîçìîæíûå k
è ïîíÿòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ, ÿâëÿåòñÿ ëè s[1..k] ïåðèîäîì s. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîäîëæàåò
áûòü ëèíåéíûì)))

Çàäà÷à. Íàéòè ñòåïåíè âñåõ ïðåôèêñîâ ñòðîêè s.
Ðåøåíèå. Ñàìûé ïðîñòîé (èäåéíî) ñïîñîá � çàïóñòèòü ïðåäûäóùåå ðåøåíèå äëÿ âñåõ

ïðåôèêñîâ ñòðîêè s, çà âðåìÿ O(n2). Õîðîøåé èäååé ÿâëÿåòñÿ çàïîëíèòü ìàññèâ maxp[1..n],
â êîòîðûé â èòîãå çàïèøåì ìèíèìàëüíûå ïåðèîäû ïðåôèêñîâ s, ÷èñëàìè c 1 ïî n, ïîñëå
÷åãî äëÿ êàæäîãî k ïåðåáðàòü ïðåôèêñû âñåõ äåëÿùèõñÿ íà k äëèí; äëÿ êàæäîãî òàêîãî
ïðåôèêñà ñ ïîìîùüþ z-ôóíêöèè çà Î(1) ïîéìåì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòðîêà k-ïåðèîäè÷íîé; åñëè
äà, òî îáíîâèì òåêóùåå çíà÷åíèå â maxp äëÿ òàêîãî ïðåôèêñà. Ò.ê. äëÿ êàæäîãî k ïåðå-
áèðàåòñÿ O(n/k) ïðåôèêñîâ, òî ñîãëàñíî èçâåñòíîìó ôàêòó î ñóììå ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà
îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü O(nlogn).

Ìîæíî ëè ðåøàòü çàäà÷ó çà ëèíåéíîå âðåìÿ? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî! Â ýòîì íàì ïîìîãóò
ñëåäóþùèå ëåììû:

Ëåììà 1: Åñëè ñòðîêà s äëèíû n k-ïåðèîäè÷íà è l-ïåðèîäè÷íà, k ≤ l, à k + l ≤ n, òî s
l − k-ïåðèîäè÷íà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Åñëè 1 ≤ i ≤ n− l, òî s[i] = s[i+ l] = s[i+ l− k]; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
s[i] = s[i− k] = s[i− k + l].

Ëåììà 2: Åñëè ñòðîêà s äëèíû n k-ïåðèîäè÷íà è l-ïåðèîäè÷íà, k ≤ l, à k + l ≤ n, òî s
gcd(k, l)-ïåðèîäè÷íà (gcd(x, y) åñòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë x è y).

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðÿìîå ñëåäñòâèå Ëåììû 1 è àëãîðèòìà Åâêëèäà.
Ëåììà 3: Åñëè ñòðîêà s äëèíû n èìååò ïåðèîä äëèíû k, ìåíüøåé n, l-ïåðèîäè÷íà,

k < l, òî ñòðîêà èìååò ïåðèîä äëèíû, ìåíüøåé l.
Äîêàçàòåëüñòâî: Î÷åâèäíî, ÷òî l ≤ n/2, îòêóäà k + l < l + l ≤ n. Òîãäà ïî ëåììå 2

s g-ïåðèîäè÷íà, ãäå g = gcd(k, l). Îäíàêî g � äåëèòåëü l � äåëèòåëÿ n; ñëåäîâàòåëüíî, s
èìååò ïåðèîä äëèíû g, QED.

Âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å, êîòîðóþ áóäåì ðåøàòü çà ëèíåéíîå âðåìÿ. Ïåðåáåðåì âñå
âîçìîæíûå äëèíû ïåðèîäîâ, è äëÿ êàæäîãî ïîïûòàåìñÿ íàéòè âñå ïðåôèêñû ñ òàêèìè ïåðè-
îäàìè. Áîëåå òîãî, ïóñòü ïîñëå i−1-îé èòåðàöèè ìû õðàíèì ÷èñëî r � äëèíó ìàêñèìàëüíîãî
ïðåôèêñà s, èìåþùåãî ïåðèîä ìåíüøåé i äëèíû. Áóäåì, êàê è â ðåøåíèè çà O(nlogn), ïå-
ðåáèðàòü ïðåôèêñû äëèí i · j äëÿ íàòóðàëüíûõ j è äëÿ êàæäîé èç íèõ ïûòàòüñÿ îáíîâèòü
îòâåò, ïðè÷åì 1) êàê òîëüêî äëÿ î÷åðåäíîé èòåðàöèè i-ïåðèîäè÷íîñòü íàðóøèëàñü, îáðû-
âàåì ïðîöåññ; 2) íà÷èíàåì ïåðåáîð c òàêîãî ìèíèìàëüíîãî j, ÷òî i ·j > r. Ïåðâîå îòñå÷åíèå,
î÷åâèäíî, îòâåò íå ïîðòèò; êîððåêòíîñòü æå âòîðîãî îòñå÷åíèÿ åñòü, äëÿ j > 1, ïðÿìîå
ñëåäñòâèå Ëåììû 3 (èáî ïðåôèêñ äëèíû i · j l-ïåðèîäè÷åí, ãäå l < i; åñëè îí (ïðåôèêñ)
èìååò ïåðèîä i, òî îí ïî Ëåììå 3 èìååò è ìåíüøèé ïåðèîä, ÷òî óæå îòìå÷åíî â maxp[i · j];
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ñëåäîâàòåëüíî, ðàññìîòðåíèå òàêîãî ñëó÷àÿ áåññìûñëåííî). Ïîñëå ïåðåáîðà îñòàåòñÿ ëèøü
îáíîâèòü r, åñëè íóæíî. Òàê êàê êàæäûé ïåðåáðàííûé i · j-ïðåôèêñ, êðîìå ïîñëåäíåãî,
óâåëè÷èâàåò r, òî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó âðåìåíè ðàáîòû â
z-ôóíêöèè, åñòü O(n).

5 Ïðåôèêñíûé àâòîìàò è äèíàìè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâà-

íèå

Çàäà÷à. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñòðîê s äëèíû n, ñîñòîÿùèõ èç ñèìâîëîâ àëôàâèòà A ðàçìåðà
k, ÍÅ ñîäåðæàùèõ çàäàííóþ ñòðîêó t äëèíû m â êà÷åñòâå ïîäñòðîêè? Òðåáóåòñÿ íàéòè
îòâåò ïî ìîäóëþ 109 + 7.

Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàìììèðîâàíèÿ. Ïóñòü d[i][j], 1 ≤
i ≤ n, 0 ≤ j < m, åñòü êîëè÷åñòâî ñòðîê u äëèíû i, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ çàäà÷è, òàê-
æå ðàâåíñòâó prefix(t+′?′ + u) = j, ãäå ′?′ åñòü íå ëåæàùèé â àëôàâèòå A ñèìâîë (äðóãèìè
ñëîâàìè, ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñóôôèêñà u, ðàâíîãî ïðåôèêñó t, äîëæíà áûòü ðàâíà j).
Âîñïîëüçóåìñÿ äèíàìèêîé âïåðåä, òî åñòü áóäåì óâåëè÷èâàòü d[i + 1][l], çíàÿ d[i][j]. Èòàê,
ïóñòü ìû çíàåì d[i][j]. Åñëè ïðèïèñàòü ê òàêîé ñòðîêå ñèìâîë ïðîèçâîëüíûé c èç àëôàâèòà
A, òî j ïðåâðàòèòñÿ â çíà÷åíèå íåêîòîðîé ôóíêöèè go = go(j, c), êîòîðóþ ìîæíî ïðåä-
ïîäñ÷èòàòü çà âðåìÿ O(nk) (äåéñòâèòåëüíî, åñëè s[j + 1] = c, òî go(j, c) = j + 1; èíà÷å
go(j, c) = go(pr[j], c), ãäå pr[1..m] åñòü ïðåôèêñ-ôóíêöèÿ t); ñäåëàåì ýòî ïðåäâàðèòåëüíî.
Òåïåðü, ïóñòü ìû çíàåì d[i][j]. Ïåðåáåðåì âñå ñèìâîëû c àëôàâèòà A; åñëè go(j, c) < m, òî
óâåëè÷èì d[i+1][go(j, c)] íà d[i][j]. Ïðîäåëàâ ýòî äëÿ âñåõ i, j â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñíà÷àëà
i, à ïîòîì j, ïîëó÷èì d[n][m] � îòâåò íà çàäà÷ó. Âðåìÿ ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà O(nmk).
Îáû÷íî k ñ÷èòàåòñÿ êîíñòàíòîé; â òàêîì ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû îêàçûâàåòñÿ O(nm).

6 Õýøè è äåêàðòîâû äåðåâüÿ

Çàäà÷à. Äàíà ñòðîêà s. Òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ñòðóêòóðó äàííûõ, êîòîðàÿ äåëàåò ñî ñòðî-
êîé ñëåäóþùèå îïåðàöèè:

• Äîáàâèòü ñèìâîë â ïðîèçâîëüíîå ìåñòî ñòðîêè;

• Óäàëèòü ñèìâîë â ïðîèçâîëüíîå ìåñòî ñòðîêè;

• Óçíàòü, âåðíî ëè, ÷òî äâå çàäàííûå â çàïðîñå ïîäñòðîêè ðàâíû.

Ðåøåíèå. Áóäåì õðàíèòü ñòðîêó â äåêàðòîâîì äåðåâå ïî íåÿâíîìó êëþ÷ó, ãäå êàæäîå
ïîääåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå v õðàíèò ñèìâîë c(v) è ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêå s(v), ðàâíîé
s(v.left) + c(v) + s(v.right) (v.left è v.right åñòü ëåâûé è ïðàâûé ñûíîâüÿ v; åñëè v.left íå
ñóùåñòâóåò, òî s(v.left) � ïóñòàÿ ñòðîêà; àíàëîãè÷íî s(v.right)). Â âåðøèíå v äåêàðòîâà
äåðåâà áóäåì õðàíèòü: à) c(v); á) êîëè÷åñòâî âåðøèí â ïîääåðåâå v ; â) ïîëèíîìèàëüíûé
õýø ñòðîêè s(v). Òîãäà äîáàâëåíèå äåëàåòñÿ çà îäèí split è äâà merge-à (ñîîòâåòñòâóåò
ðàçäåëåíèþ ñòðîêè íà äâå, ñîçäàíèþ ñòðîêè èç íîâîãî ñèìâîëà è äâóì êîíêàòåíàöèÿì);
óäàëåíèå � çà äâà split-à è îäèí merge (àíàëîãè÷íî). Cðàâíèâàòü æå äâå ïîäñòðîêè áóäåì
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ïî èõ õýøàì; õýø æå ïîäñòðîêè âû÷èñëÿåòñÿ ïóòåì ðàçáèåíèÿ ñòðîêè (â ëèöå äåðåâà) íà
òðè ÷àñòè (ïîäñòðîêà, âñå, ÷òî ñëåâà ïîäñòðîêè, è âñå, ÷òî ñïðàâà), çàïîìèíàíèÿ õýøà
ïîäñòðîêè (çàïèñàíî â êîðíå äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîäñòðîêå) è îáúåäèíåíèÿ ñòðîêè
îáðàòíî (âñåãî äâà split-à è äâà merge-à). Òàêèì îáðàçîì, âñå çàïðîñû ìû íàó÷èëèñü äåëàòü
çà íå áîëåå ÷åì 4 îïåðàöèè split/merge, ÷òî äàåò íàì àñèìïòîòèêó îòâåò íà çàïðîñ O(logn).
Äåòàëè ïåðåñ÷åòà ñòàòèñòèê â âåðøèíå ïðè split/merge îñòàâëÿåì ÷èòàòåëÿì.
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