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Åñëè ÿâíî íå ñêàçàíî èíîå, êàæäóþ çàäà÷ó òðåáóåòñÿ ðåøèòü çà O(n logk n).

1 Çàïðîñ ñ çàâèñèìîñòüþ îò âíåøíåãî çíà÷åíèÿ

Çàäà÷à (Çàî÷íûé ýòàï Îòêðûòîé îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ 2015 ãîäà). Äàíà ñòðîêà èç äåñÿòè÷íûõ öèôð.
Òðåáóåòñÿ ïðîèçâîäèòü äâà âèäà îïåðàöèé:

• Ïîìåíÿòü çíà÷åíèå â òî÷êå.

• Ïîñ÷èòàòü ñóììó ÷èñåë, çàïèñÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäñòðîêè äàííîãî îòðåçêà, ñ ó÷åòîì êðàò-
íîñòè. ×èñëà, çàïèñü êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ íà 0, ñ÷èòàòüñÿ íå äîëæíû.

Ðåøåíèå. Áåç óñëîâèÿ íà èñêëþ÷åíèå ÷èñåë, çàïèñü êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ ñ íóëÿ, çàäà÷à ðåøàåòñÿ äå-
ðåâîì îòðåçêîâ, â âåðøèíå êîòîðîãî õðàíèòñÿ çíà÷åíèå al · 100 + al+1 · 101 + · · · + ar · 10r−l+1 è ÷òî-òî
ïîäîáíîå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷àòü èç ñóììû íåâàëèäíûå ÷èñëà, òðåáóåòñÿ ïðè çàïðîñå â âåðøèíó äå-
ðåâà îòðåçêîâ ïåðåäàâàòü êîëè÷åñòâî íóëåé â ìàññèâå ñëåâà îò îòðåçêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé âåðøèíå,
è ïåðåñ÷èòûâàòü ýòî çíà÷åíèå âî âðåìÿ ñïóñêà ïî äåðåâó îòðåçêîâ.

2 Íåñêîëüêî äåðåâüåâ îòðåçêîâ

Çàäà÷à (Çàãàäî÷íîå óñòðîéñòâî, Ñåâåðíûé ÷åòâåðòüôèíàë ACM). Äàí ìàññèâ èç ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ
2010. Òðåáóåòñÿ ïðîèçâîäèòü äâà âèäà îïåðàöèé:

• Âûâåñòè ñóììó íà äàííîì îòðåçêå.

• Çàìåíèòü êàæäîå ÷èñëî íà îòðåçêå íà åãî êâàäðàò ïî ìîäóëþ 2010.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî 0 6 a < 2010 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a, a2, a4, . . . ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì
10 è, âîçìîæíî, íåêîòîðûì íåáîëüøèì ïðåäïåðèîäîì.

Çàáóäåì ïðî ïðåäïåðèîä. Çàâåäåì 10 äåðåâüåâ îòðåçêîâ. Â i-ì äåðåâå â ïîçèöèè j áóäåò õðàíèòüñÿ çíà-
÷åíèå a2

i

j . Òåïåðü ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò îòðåçêà íàéäåì, êàêèå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò åìó â äåðåâå
îòðåçêîâ, è öèêëè÷åñêè ñäâèíåì ýòè âåðøèíû âî âñåõ 10 äåðåâüÿõ.

Äëÿ îáðàáîòêè ïðåäïåðèîäà ìîæíî çàâåñòè åùå îäíî äåðåâî îòðåçêîâ, çíà÷åíèåì â êîòîðîì áóäåò ìàê-
ñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå äî ïåðèîäà ñðåäè âñåõ ÷èñåë íà îòðåçêå. Ïðè îáðàáîòêå çàïðîñà áóäåì îáõîäèòü
åãî â ãëóáèíó, ïðîïóñêàÿ âåðøèíû, â êîòîðûõ âñå ÷èñëà äîñòèãëè ïåðèîäà. Ñóììàðíî ýòîò îáõîä òàêæå
ðàáîòàåò çà O(n log n).

Çàäà÷à. Çàäàíû äâà ÷èñëà A, B. Òðåáóåòñÿ ïðîèçâîäèòü äâà âèäà îïåðàöèé:

• Ïðèáàâèòü çíà÷åíèå â ïîçèöèÿõ x, x+A, . . . , y −A, y

• Ïîñ÷èòàòü ñóììó â ïîçèöèÿõ x, x+B, . . . , y −B, y

Ðåøåíèå. Êîðíåâàÿ äåêîìïîçèöèÿ.

• A >
√
n, B >

√
n. Ðåøàåì íàèâíî: êàæäûé çàïðîñ çàòðàãèâàåò íå áîëåå

√
n ïîçèöèé

1



• A <
√
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√
n. Çàâåäåì A äåðåâüåâ îòðåçêîâ äëÿ êàæäîãî îñòàòêà ïî ìîäóëþ A. Ïåðâûé çàïðîñ �

ïðèáàâëåíèå íà îòðåçêå â îäíîì èç äåðåâüåâ. Âòîðîé � íå áîëåå
√
n çàïðîñîâ â òî÷êå ê êàêîìó-òî

èç äåðåâüåâ.
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√
n. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó.

• A <
√
n, B <

√
n. Çàâåäåì lcm(A,B) äåðåâüåâ îòðåçêîâ. Ïåðâûé çàïðîñ � ïðèáàâëåíèå íà îòðåçêå

íå áîëåå B ðàç. Âòîðîé � ñóììà íà îòðåçêå íå áîëåå A ðàç.

3 Èñïîëüçîâàíèå ñòðóêòóðû äåðåâà îòðåçêîâ â äðóãèõ çàäà÷àõ

Çàäà÷à (SNWS 2015). Íà ïðÿìîé ðàñïîëîæåíû áîìáû. Êàæäàÿ áîìáà çàäàåòñÿ êîîðäèíàòîé è ðàäèóñîì
äåéñòâèÿ. Ïðè ïîäðûâå áîìáû âçðûâàþòñÿ âñå áîìáû â ðàäèóñå äåéñòâèÿ. Òðåáóåòñÿ äëÿ êàæäîé áîìáû
îïðåäåëèòü, ñêîëüêî áîìá âçîðâåòñÿ ïðè åå ïðÿìîì ïîäðûâå.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî áîìáû, âçðûâàþùèåñÿ ïðè ïîäðûå äàííîé, îáðàçóþò îòðåçîê. Ïðîâåäåì ðåáðî
ìåæäó äâóìÿ áîìáàìè, åñëè âòîðàÿ ïîäðûâàåòñÿ ïðè âçðûâå ïåðâîé, è ïîñòðîèì êîíäåíñàöèþ ýòîãî ãðàôà.
Ïîñëå ýòîãî íà àöèêëè÷åñêîì ãðàôå ñ÷èòàåì äèíàìèêó ¾ñàìàÿ ëåâàÿ è ñàìàÿ ïðàâàÿ áîìáà, êîòîðàÿ
âçîðâåòñÿ ïðè ïîäðûâå ýòîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè¿.

Êàê ñòðîèòü êîíäåíñàöèþ çà O(n log n)? Ïîñòðîèì ôèêòèâíîå äåðåâî îòðåçêîâ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
áîìá. Âåðøèíû äåðåâà îòðåçêîâ òàêæå áóäóò âåðøèíàìè ãðàôà, êîòîðûé ìû êîíäåíñèðóåì. Ïðîâåäåì
ðåáðà ìåæäó âåðøèíîé äåðåâà îòðåçêîâ è åå ñûíîâüÿìè. Ïóñòü áîìáà x íàêðûâàåò îòðåçîê áîìá [l, r].
Âìåñòî r−l+1 ðåáåð äîáàâèì O(log n) â òå âåðøèíû äåðåâà îòðåçêîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò îòðåçêó [l, r].
Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî êîíäåíñàöèÿ ýòîãî ãðàôà ñîâïàäàåò ñ òðåáóåìîé êîíäåíñàöèåé, åñëè íå ó÷èòûâàòü
äîáàâëåííûå ôèêòèâíûå âåðøèíû.

Çàäà÷à (Dynamic Connectivity O�ine). Â ãðàô äîáàâëÿþòñÿ è óäàëÿþòñÿ ðåáðà. Òðåáóåòñÿ ïîñëå êàæäîãî
èçìåíåíèÿ ïå÷àòàòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà.

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèì äåðåâî îòðåçêîâ íà âðåìåíàõ çàïðîñîâ. Äëÿ êàæäîãî ðåáðà îïðåäåëèì èíòåðâàëû,
â òå÷åíèå êîòîðûõ ðåáðî íàõîäèòñÿ â ãðàôå. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî îòðåçêà äîáàâèì íîìåð ýòîãî ðåáðà âî
âñå ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû äåðåâà îòðåçêîâ (â âåðøèíå õðàíèòñÿ ñïèñîê ðåáåð).

Áóäåì îáõîäèòü äåðåâî îòðåçêîâ îáõîäîì â ãëóáèíó, ïîääåðæèâàÿ ñèñòåìó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ
ñ ðåáðàìè, êîòîðûå âñòðåòèëèñü íà ïóòè. Ïðè ïðèõîäå â î÷åðåäíóþ âåðøèíó äîáàâëÿåì íîâûå ðåáðà â
ÑÍÌ, ïðè âîçâðàòå èç ðåêóðñèè îòêàòûâàåì ÑÍÌ â ïðåäûäóùåå ñîñòîÿíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî îòêàçàòüñÿ
îò ýâðèñòèêè ñæàòèÿ ïóòåé è èñïîëüçîâàòü òîëüêî ðàíãîâóþ ýâðèñòèêó.
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